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1.Perche’ studiare la propagazione della regolarita‘. 


Consideriamo l’esempio 
(1.1) Qu+p(u)=0 


con u € H},:(R!+"), p un polinomio, p(0) = 0, s > sil, 
Allora p(u) € Hj,(R"+!), come e‘ ben noto. 
Consideriamo v, soluzione del problema 
Qu = pu) 
(1.2) 
v=zo = vpi=o = 0, 
allora 
v € C(R.H}}!(R"))NC®R,Hj.(R"))n BR TR), 


loc 
Se w e' soluzione di 


Qu=0 
(1.3) 
(w — u)ji=o = d(Ww— u)i=o =0 


si ha cheu=v+ w percio‘ 


Th. (Rauch,[8]). Se u e‘ soluzione di (1.1) e w soluzione di (1.3) allora u—w = v € 
Hi3'(R14n). 

Il teorema esprime cioe‘ che le singolarita‘ di u sono regolate dal problema di Cauchy 
lineare con le stesse condizioni iniziali, modulo H5+!, 

D’altra parte singsuppu Dsingsuppw nel futuro (i.e. t > 0 dove t e‘ la funzione tempo 
per Do per pm(x, D) piu‘ in generale. dove pm e‘ supposto essere strettamente iperbolico), 
come e‘ stato provato in Rauch-Reed [9], Lascar [6], Beals [1)-[2]. Queste singolarita‘ sono 
comunemente chiamate ”singolarita‘ anomale”. Esse sono dovute ”moralmente” a due 
fatti: alla posizione del WF per un prodotto (ricordiamolo brevemente: se Ti, T2.sono 
due sottoinsiemi conici chiusi di T*R" \ 0 tali che WF(u;) C Ti, i = 1,2 ed u1ur e‘ 
definita, quindi se WF(u1) N WF!(v2) = 0, allora 


WEF(u3u2) E (Ti +T2)UT; UT, ) 
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ed alla geometria di char(p). 
Inoltre esse si formano a causa di due fenomeni: 

(i) pussono essere dovute all'intersezione di due caratteristiche che trasportano una 
singolarita‘ (ci riferiamo qui a caratteristiche e bicaratteristiche per il problema lineare); 
le singolarita‘ nonlineari possono allora propagarsi lungo tutte le caratteristiche in avanti 
che scaturiscono dal punto d’intersezione suddetto. 

(ii)Per n > 2, sel = {(t(s), x(s))} e' una caratteristica che e‘ la r—proiezione di due 
bicaratteristiche nulle F4 = {((t(s),2(5)); +(7(s), €(s)))}, e se la corrispondente w e‘ tale 
che WF(w) > T4UT_, allora le singolarita' nonlineari possono ”auto-indursi” e propagarsi 
da T lungo tutte le possibili caratteristiche (possono cioe’ riempire la ”lacuna” data, nel 
caso di D, dall’interno del cono di luce futuro). 

(Le costruzioni sono fatte principalmente cosi‘: 


si considera u soluzione di Qu = Bu, 8 € CS° opportuna e si scrive 
u=w+E8w° + EB(u — w°) 


dove Qw = 0 e E e' la soluzione fondamentale *forward” per D. 

Si esamina quindi la singolarita' data da 3w® e propagata da E, e la singolarita’ di EB(u? — 
w°), piu‘ debole di quella di E3w? se i dati iniziali per w (e quindi per u) vengono scelti 
opportunamente. 

Piu' precisamente si costruisce u con IWF(w°) £ WF(w) altempot=0 tale che per t > 0 
EBw? abbia singolarità’ non presenti in w, che siano microlocalmente in H3*-"+? ma non 
in H3-"+?2+< e se EB(u* — w3) presenta nuove singolarita‘, queste sono in H35-"+3. L'idea 
per costruire w e' la seguente. 


Se Dw = 0, sia 


IK = {(7,€) € q_e) (WF(w))} C x,y (char(D)):= {|| = |éI}. 


Se I° e’ un cono proprio, le singolarita‘ di w? sono contenute in K' + N, d’altra parte 
K+KNS"" e' composto di archi di cerchio massimo cosicche‘' char(])) N S°-! non 


contiene nuove direzioni singolari. 


3 si ottengono direzioni singolari contenute in B = X + K + K. Si ha cosi° 


una regione D= BNS"! delimitata dagli archi di H+ XNS"-!eDn char(D) ci da‘ le 


Facendo pero‘ w 


direzioni propagate in avanti da E.). 
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Queste singolarita' anomale sono sempre piu' regolari delle singolarita‘ lineari che le in- 


PI, 
ducono; per u € Hj,,(R!+") esse sono sempre moralmente in H}*7?", (Rauch [8], Bony 


(4). 


Rauch e Reed hanno provato che se l’ordine dell'equazione e‘ piu‘ grande di 2, e n > 1, 


loc 


questi tipi di singolarita‘ di fatto esistono. costruendo un esempio per 
p3 = da(d — 0 (dk + ds), 


e sono dovute a fenomeni di tipo (i). 
Se l’ordine e‘ 2 ed n = 1, per un’equazione semilineare, non ci sono singolarita‘ anomale. 
Per n > 2 c’e‘ stabilita‘ per certi tipi di soluzioni, dette conormali, striate e ”angolarmente 


regolari”; ma in generale appariranno singolarita‘ di forza 2s — nil, per ordini > 2. 


Se l’ordine e‘ 2, anche per n > 1. Beals ha provato che la forza delle singolarita' 
anomale e‘ di tipo 3s — n, in entrambi i casi (i) e (ii) (questo nel caso di D] ed in generale 


per p2(x, D), operatore strettamente iperbolico. per equazioni di tipo 
p2(7,D)u= f(e.Ilu), Ju=(u, Du); 


per esempio Hòrmander [5]). 

E‘ importante notare che il ”3s” e' valido solo per operatori differenziali e non pseudod- 
ifferenziali (per cui vale pero' il ” 25”); la convessita' di char(p2), per p2 € Diffa(R!+"), e' 
infatti cruciale. 

Atiyah-Bott-Garding hanno dato esempi di operatori (iperbolici) di ordine 4 per cui i 
fogli di char(p4) non sono convessi (d’altra parte hanno anche dimostrato che il'foglio piu' 
interno (per p4 strettamente iperbolico) e’ sempre convesso). 

Questo e' un fatto importante quando si studiano sistemi di equazioni (in quanto ha im- 


portanza l'equazione indotta dal determinante del sistema). 


Def. u € H3,;(t0,€0) se e soltanto se 
3 € CH°, (10) = 1. Tcono diR"\0, & €T 


tale che 
(é)*xr(6)\pu(é) e L°. 


Il problema della propagazione della regolarita' consiste quindi nella cosa seguente: se 


u, appartenente ad un opportuno spazio di Sobolev, e' soluzione di un’equazione (sistema) 
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semilineare (o quasilineare o nonlineare) iperbolico (e si supporra' sempre strettamente 
iperbolico) e si hanno informazioni di maggiore regolarita‘ Sobolev microlocale in punto 
di T*R" \ 0 che e‘ caratteristico per la parte lineare, allora lo stesso sara‘ vero per tutta 
la bicaratteristica nulla per quel dato punto. Se y e‘ tale bicaratteristica, diremo che 
u E Hi (7) see solò se 


u E E? {sro È), V(o, Éo) E y. 


Enunciamo ora un teorema di propagazione lineare che e‘ alla base anche della propagazione 
p pag 


delle singolarita‘ non lineari: 


Th. (Hormander). Sia p(x, D) € Diffm(R"),p strettamente iperbolico. Sia Yo = (x0, É0) € 
T*R" \0, pm(%0) = 0 e T la bicaratteristica nulla per yo relativa a pm(r,ét). Se u e‘ tale 
che p(r,D)u = f(x), con f € H*®#!(F) e u € H8 (10), allora u € H8,;(T). 


E° anche chiaro che le proprieta‘ di algebra degli spazi funzionali sotto considerazione 
sono fondamentali. 


Vale il seguente teorema di Rauch (comunemente chiamato Lemma di Rauch): 


Th. (Rauch, [8]). Sia 3 <s<r<2s- 3, T un sottoinsieme conico chiuso di T*R" \ 0. 
Allora Hf,:M HT (T) e‘ un’algebra. 


Bony, tramite il calcolo paradifferenziale, ha provato che tali spazi sono invarianti per 
l’azione di funzioni C® e Meyer ha provato che r = 25 — 7 e' permesso. 
Per quanto detto sopra, noi ci limiteremo pero‘ a considerare solo il caso r < 25 — Fi 
C’e' anche da dire che Bony ha usato la tecnica paradifferenziale per dimostrare i teoremi 
di propagazione della regolarita‘ ([4]). In [3]. [7], [8] viene invece utilizzata la piu‘ semplice 
tecnica del calcolo pseudodifferenziale (per equazioni pero‘ semilineari. Beals e Reed hanno 


poi esteso le tecniche di [3] ad equazioni quasilineari). 
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2.Alcune osservazioni nel caso dei sistemi di equazioni (strettamente iper- 
bolici). 


Consideriamo il sistema di equazioni 


Quu= f(7,u,v) 
(2.1) 

Dyv = g(z, U, v) 
dove f,g € C°°; Di, î = 1,2 sono operatori delle onde in R" con differenti "velocita’ della 
luce”. 

Sia 


n n 
u € Hic N Hru(co, 6), veHio Pei Ladd 3 


Qui (20, é3) € char(Dii) C T*R" \0. 
Si ha: 


Proposizione. v € H7,;(c0,6}). 
Th. Si consideri (2.1). Sia 3<s<r<2s- è 

ue Hisc n Hry(2063). we tac e) Hti(t0,63) 
dove (xo, éi) € T'; bicaratteristica nulla di Dj; i = 1.2. Allora 


uv € Hi: OH hi(F1)N Hhi(F2). 


Per completezza diamo la dimostrazione di questi fatti; queste osservazioni sembrano 


infatti non essere state esplicitamente enunciate nella letteratura su questo tipo di problemi. 


Dim.(della Prop.) u,v € Hi. = 9(2,u,v) € Hj,,- L'elliticita’ microlocale di D, a (co, ti) 
permette quindi di concludere che v € H7,.M H34° (20,6). 
Se allora s + 2 < r si ha che u,v € Hj,,N H3t?(20,6)). 


Iterando questo argomento di bootstrap si ha: 


v E Hi: NHSt?*k(20,6}), s+2%<r=g9e Hj,.N "4240, 6) 


ml 
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= 0 € Hic N Hrui(201 60). è 


Dim.(del Th.) Consideriamo l’operatore det per (2.1): 


(2.2) ODu=Df(2,u,v) = F(z,u,0) 


(2.3) O:02v =Dig(z,u,v) = G(z,u,v). 
La proposizione allora garantisce che 
uv E He N Hri(os 60) Hri(20,6) 


e si ha anche che 
Î,9 € Hic = F.G E ie. 


Considerando (2.1) abbiamo (usando il teorema di Hòrmander): 
u € Hry(t0,60), f E Hi > ue HST) 


e, allo stesso modo, v € H%!(T2). 


Dalla proposizione segue 


Î,9 = His n HT) MATT). 


ml 


Usando il teorema di Hòrmander su (2.2) e (2.3) si ha allora 


u € H*4?(P1), ve H*42(F2) 


ml ml 


e per induzione finita (fino a che s+%+1=r per un certo k € N) da 
U € Hic N Hit (20,60), v € Hi NATA (20,68) 


segue 
ue Hi NAST), ve HO 84 (Tp). 


ml 
Allora 
u,v € Hi: N HT(T1) MHTI(P2). + 


35 


E’ quindi non restrittivo, nello studio dei sistemi, supporre la stessa regolarita’ Sobolev 


microlocale negli stessi punti di char(det(sistema)) per tutte le componenti della soluzione. 


3.Sistemi di tipo Maxwell-Klein-Gordon. (P,[7]). 
Def. Sia (P) il sistema 
P(7,D)A = (7,9,J9-16,I"-?2A), reER” 
Pim(x,D)d + Tea pra J9=24, J92A)Q;(2, DIO + (e, 3726,J9-2A)=0 


dove: 

(i) P(x, D) e‘ un sistema N xN tale che QNm(,€) = parte principale di detP(x, D) e‘ di 
tipo reale principale (secondo Dencker) (i.e. Qnm(x,é) e‘ reale, Hoy, non si annulla 
e non ha la direzione radiale quando Qnm = 0. Per tali sistemi vale ancora il teorema di 


Hormander) oppure 


N 
P{e,D) = Pue. Dil vu + (Qun(2,D)) i 


v=1 


(ii) Pm(x,D) e‘ un operatore reale omogeneo di grado m a coefficienti C'® stretta- 


mente iperbolico di ordine m > 2 su R"; 


(iii) Qu(x, D) e Q(uv)(x, D) sono operatori a coefficienti C° di ordine m — 1; 

(iv)char(Pm) C char(Qnm) e se v0 = (c0,€0) E R?" \ 0 e‘ tale che Pm(Y0) = 0, allora 
T per Yo e‘ una bicaratteristica nulla per Pm e Qnm (se P e‘ diagonale si considera solo 
Pm); 

(v) pf, fi 1= (10,111 1YN-1) sono C'° e (A, $) E RN+!. 

Chiameremo (P) un sistema di tipo Maxwell-Klein-Gordon (P, [7]). 
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Un esempio, con P diagonale, di tale sistema e* il sistema di Maxwell-Klein-Gordon 
Pil ci i (60,6 - d n) + Ang? 

(MEG) da == 
(ar * LAP) (Op + iAn)d =0 


dove pero‘ (A, ) € CN+! (e quindi a patto di prendere delle precauzioni su ReA = A), 
ImA = A?, Reg = gd, Img = #?). 

Supponiamo %o € T*R" \ 0 e T siano come in (iv) e che P sia diagonale (seguendo 
P, [7]. Il metodo della prova si adatta infatti al caso generale). Si vuole prima di tutto 
provare un teorema lineare di propagazione delle singolarita' seguendo Beals-Reed ([3]) e 


utilizzando il Lemma di Rauch. 
Theorem A. 


i) gn+tm<s+m-1<£r+m-1<2s+m-1)-(in+m-1) m>2, 

i) Va, Au 9 € HE" N HTM-!(p) 

ii)Vu, Ap, € HIT 1+%(40), 0< e < min{1,2s — in — r}, 

iv)(A, é) soddisfa a (P). 

Allora Au, 9 € HT" +5(F), Vu=0,1,..,.N-1. 
Theo B. 

i);n<s<in+le0<e<s-In(cosi' e < 1), m>?2, 

ii)Va, Ap,d € Hptm1, 

iii )Vu, Au, € HE" 45%), 

iv)(A, $) soddisfa a (P). 

Allora An, 9 € H#t"+<(1), Vu=0,1,...N-1. 


Diamo cenni della prova di A nel casom=2: 
Sia A=(1+]|D|?)3 € Vi, allora 


AP.(x, D) = P:(x,D)A + [A P.(x.D)) = P:(2, D)A + ([A, P.(2, DIJA-!)A, 


AI p"@u = YO (0*Qu(x, DIA + p*IA,Qu(2. DI) + [A, p"]Qu(2, D)) 


(71 
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e per il Lemma di Rauch, A f(7,9, A) € Hi 0 Hhi(F). 


Il Commutator Lemma di Beals-Reed si puo‘ applicare: notando che 
Qu E Hise Nn Hmi(T), pe € Her N HS), 


sì ha [A, pl]Qup € His n Hri(F). 
Allora Ag soddisfa a 


Pr(x,D)A$ + ((A, Pa(2, DIA=! + YO p*(2,, A)Qu(2,D))A$+ 


IT 


+()_ pf(x,6,A)pow(x,D))A6+f=0 
4 
con 


(A, Pa)ATI, Que Yo, pl € HE NHTI(T) 


po(©,D) € Vi f € Hic MN Hri(P). 


Tutto cio‘ usando il Lemma di Rauch. essendo In +1<s<r<2s- In. 
Poiche‘ 
Ag € Hi: N Hri(P) e Ad € HT" (10), 


allora Aé € HT}"(T) e quindi è € Hjt! n HTT!*"(F). 
Questo grazie al teorema di propagazione di Beals-Reed (e‘ cruciale che i termini coefficienti 


dei pseudodifferenziali di ordine 1 siano in H}}}! N HT! (T); quelli dei pseudodifferenziali 


di ordine 0 in HM H7,(F) e Ag € Hi, N HT(1)). 
Si consideri ora la prima “equazione” in (P): 


T+€(1) (ricordiamo che e < min{1,2s— 


In — r}) poiche‘ A, € Hit! MATE (F)) e Ag € HL N HTTE(T). 


loc ml 


Poiche‘ A, € HT4!+°(0) si ha. dal teorema di Hòrmander, Ay € HT}!*"(1).. 


la regolarita‘ media degli argomenti di yy e‘ H}, NH 


Notiamo che l‘ipotesi (2) in B e‘ piu‘ debole di (2) in A. D'altra parte B da‘ un risultato 


piu‘ debole, più‘ debole essendo la regolarita‘ extra a disposizione. 


Avendo i teoremi A e B si puo' enunciare il teorema (di tipo Bony) di propagazione della 


regolarita‘: 
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Th C. Sia jn+m-1<0o<r<20-(in+m-1),m>2 A, € Hf,:0 Hi,;(%), Vu, 
dove P.n(Yo) = 0 e (A, $) sia solutione di (P). SeT e‘ una bicaratteristica nulla di Pm(x, D) 
per Yo, allora Ay, 6 € Hf,0 H7(T), Vu=0,1,....N-1. 


loc 


Diamo un'idea della prova nel caso 3+m<o< 7 +m+1 usando il teorema A (i 
casi 7 +m+k<o0o<35+m+k+1 sono simili; il caso 3 +m_-1 <c<35+m viene 


trattato usando B). 
Dim. Definendo € = min{1,rT — 0} notiamo che 
. 1 È 1 
€11 < min{1,20-(3n+m- 1)-0}=min{1,0 - gn_m+tl} = 


= min{1,s- 59) = min{1,2s — 5" — r} 


ponendo o = s+m-1, r = s. Allora da A segue Ay, $ € Hf_ NH} (1) (Vu chiaramente). 


ml 

Se 7 — o < 1 abbiamo finito. Se 7 — o > 1 allora, per ipotesi, An, 9 € HE N HEt!+%2(%0) 
dove ora ei = 1e0<e2=min{l,r7-(0+1)}. Seo = s+m-1,r=s+1sihaora 
€2 < min{1,2s — 3n — r}. Poiche' 

| 1 1 

Te +1<20 {etl)-(gntm-l)=e=(Gntm)$1 
allora € = 7 — (0 + 1). Poiche' 1 = 1 allora 
An9 € He N HEI (1) 

ed il teorema A permette di concludere quindi 


Any9 € Hi: O HT (0) = HM BIT). + 


I dettagli di questo argomento di bootstrap si trovano comunque in (P, [7]). 


Corollario . Se'g:R" + C,6=@d'+id? ese A,, g'(1=0,...,n-1l;i= 1,2) soddisfano 


alle ipotesi di A, B, C allora anche le.rispettive conclusioni valgono. 
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Infatti le ipotesi su g', i = 1,2 fanno si‘ che il Lemma di Rauch sia valido per $ a valori 
complessi. 
L'applicazione di C viene data a (MIKG): 
riscriviamo il sistema (M KG) come 

DA, =%n ,4=0,1,2,3 
(MKGL) 

D$ — 22AFO,d + AFA,$=0 
dove A, e‘ il potenziale tale che F,, = Ou Ay — O, Ay (garantito da *F,,” =0, n=4)e 
tale che 04 A, = 0 (gauge di Lorentz). 
Spezzando la prima equazione in (MK GL) in parte reale ed immaginaria (D e‘ un operatore 
reale) e considerando $:R" + C si vede che (MKGL) e‘ nella forma (P) (supponendo 
che Ai soddisfino alle ipotesi microlocali per garantire che i prodotti siano ben definiti). 
Notiamo che se g:R" + R e‘ tale che fp = 0 e se (A, $) e‘ soluzione di (MKGL), allora 
anche 


Ty: (Au), 9) > ((An + duo), e 99) 


e‘ soluzione. 
(Notiamo che se T.,,r e‘ la corrispondente trasformazione scritta tramite Re ed Im allora 
T, preserva (MKGL) se e solo se T,,r preserva il corrispondente sistema scritto usando 


Re ed Im.) 


Def. T e‘ accettabile se, dati Ai, ' € H7:0H7(1), î = 1,2 allora Ag € Hf,cN 
H7,(9), i = 1,2 allora (A',0') = T(A,$)) dove y = (ro, é0) o T, bicaratteristica nulla 
per DI. 


Allora si ha 


Lemma. Sia Big d' E Hic n Hi(1): = 1,2 e definiamo, per (20,60) E 
S= {pe HrE' NATI (0,60); Do=0, 0(7) € R}, 


ml 


dove in <o <T<20- In. Allora T, e‘ accettabile Vip E S. 


Osservazionel. Ai, d' e HEM H7,(c0,é0), è = 1,2 implica che 


An, 9 € HieN Hhi(co,É0) se e solo se Ans9 € Hf,-0Hiu(to,—é0) 
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se e solo se 

Ai, g' € Hoc n H7i(to,É0) n Hmi(To, -t0), = 1,2. 
Percio‘ le conclusioni del lemma sono vere per y# = (20, téo) eT 


Vo e Si = {o € Hr NATI (20,60) NATI (20,-%0); De=0, p(7) € R}=S. 


Osservazione2. Se 
4 l Li * : 
tu = (986 — 9016) + 5(Au + Au)l0P 


allora - 
Ap(2) = fu(ei 9 _ eiED), (2) = 2ei ED 4 peri 


dove &#É, = 0, |a]? = |w|?; 2,w € C, € € R" e‘ soluzione di (MKGL). 


Si ha allora dal teorema C: 


Th. Se (A, é) e‘ soluzione di (MKGL) tale che, per i = 1,2, Ai, gi € HE. M0 HLi(10), 
dove in+1<0o<T<20-(3n+1), allora 


An 9 € Hoc N Hr(F4) N H7i(P-) 


T(A, 9) € Hhe VHri(T+) M Hri(P-), Vo € S. 


Un teorema analogo al precedente e‘ anche valido per sistemi di tipo Yang-Mills-Klein- 
Gordon su un fibrato principale con gruppo di struttura G (il caso G = U(1) e' il caso 
Maxwell-Klein-Gordon). 
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